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Idofuggo feladatok numerikus
megoldasa

Alapfeladat: KDE vagy PDE-rendszerhez tartozo
kezdetiértek- vagy vegyes feladat megoldasa

Tobbnyire csak numerikusan lehetseges!

1. Definialunk egy racshalot (idobeli lepeskoz: 1 );

2. ezen kitlzunk egy diszkret feladatot;

3. megoldjuk a diszkret feladatot — numerikus
megoldas

4. ellendrizzuk, hogy megfeleloen pontos-e
5. ha nem, elolrdl kezdjuk egy finomabb racshalon



Mikor j6 a numerikus moédszer?

e Konvergens (konzisztens és stabil):
1—0 esetéen a numerikus megoldas tart a
pontoshoz. Jelolje ezen konvergencia
rendjet p.

e Kvalitativ moédon adekvat

e Hatékony



Mi a Richardson-extrapolacio?

Ha a numerikus megoldas nem eleg pontos, a szamolast
elolr6l kezdjuk, a durvabb racson kapott megoldas elvész

e Otlet: Hasznaljuk fel a régi megoldast egy pontosabb
numerikus megoldas eloallitasahoz!

L.F. Richardson: The deferred approach to the limit, I-single lattice,
Philosophical Transactions of the Royal Society of London, Series A
226 (1927), pp. 299-349.

e RE: u.azon moddszert ket kulonbozo lepéskozzel
alkalmazzuk (pl. T és 1/2), és a megoldasokat megfelelo
sulyokkal atlagoljuk

— p-ed rendi modszerbol (p+1)-ed rendi nyerheto, és nem
veész el a korabbi eredmenyunk!



A RE alkalmazasa KDER-ben

KDER-hez tartozo kezdetiérték-feladat:

—=f(t,y), tela,b], y(a)=y,,

y:[a,b] — R* folytonosan diffhato, ./ R >R
folytonos, y, adott kezdeti feltétel.

Ez a feladattipus szamos mat. modell alapja (kozvetlenul
vagy terbeli diszkretizacio utan)



A RE alkalmazasa KDER-ben

Definialjuk a ¢, =a+nr racshalot (n=0,1,...,N),
ahol t a lepéskoz, 1, =a, ¢, =0b.

Jelolés: y(t*) - a KDER pontos megoldasa t = t*-ban
(¢t €(a,b] )

RE: egy p-edrendl numerikus modszerrel T és 1/2
lepeskozzel is eldallitjuk y(t*) approximaciojat.

(Hat* =n -t azelsé racson, akkor t* =2n - 1/2 a
masodik racson.)



A RE alkalmazasa KDER-ben

e Jelblje a 1 és 1/2 Iépéskozzel nyert numerikus megoldast t = t*-
ban z_ill w,. Ha a modszer p-ed rendben konvergens, akkor

y(t )=z +1’K+o(z"") (1)

il
y(t)=w +(0.57)’ K +o(z""") (2)

ahol K a numerikus modszert6l fuggé mennyiség.
e Kuszoboljuk ki a p-ed rendl tagokat sulyozott atlagolassal!



A RE alkalmazasa KDER-ben

)

(1)-05"=0,5"y(t")=0,5"w, +(0.57)" K +o(z”"") (1)
(2)-(1)"
1-0,5")y(t)=w,-05"z +o(z"")

. w —-05"z

= y(t’)=—1 " +o(r"™)
1-0,5”
Az Gj kézelites: . 2" W,—Z,

yn' 2p_1

Lathato: y, (p + 1)-edrendben kozeliti a megoldast, igy megfeleléen
kis lepéskozokre mind a z,, mind a w, megoldasnal pontosabb.



A Richardon-extrapolacio altalanosabb
megkozelitésben

Alkalmazzunk ismét p-ed rendben konvergens numerikus
modszert!

y.(t*): a numerikus megoldas t = t*-ban t lepéskozii racson

&)=y, +a(t )’ +o(r")
1, €s 1,< 1, lepéskozzel is megoldva a feladatot:
y(E) =y, () +a)r” +o(x"),
y(E) =y, ) +a)r,” +oz"")

Ceél: (p + 1)-ed rendii pontossag.



A Richardson-extrapolacié
altalanosabb megkozelitésben

ykomb(t*):Clyrl(t*)+c2yrz(t*) C;,C, ="

Viows &) = (¢, +¢,) (") = (c;7] +c,r3))a(t) "'O(TPH)

A konvergenciahoz szikséges: (1) ¢, te, = ]

A (p + 1)-edrendl pontossag feltétele:
2) ¢t te,r, =0



A Richardson-extrapolacié
altalanosabb megkozelitésben

(1)-(2) megoldasa:
f
Cl:_’l'lp—fé), 02:1_01

Specialis esetek:

Legyen 1, = 1,/2.

e p =1 (elsérendit médszer): c,=-1,c,=2

e p = 2 (masodrendii modszer): c, = - 1/3, c, = 4/3.



A RE alkalmazasa a léepéskoz
megvalasztasara

y(it )=z + 77K +o(r?™)

y(t)=w, +(0.57)" K +o(z"™)
e K kozelitbleg kifejezhetd: _27(w,-z,)

7 (27 -1

e W_ hibgjat a 2. egyenletbdl kifejezve: ’
y(t)—w,

— A két kulonboz6 lepéskozzel kapott megoldasbdl
becsulhet6 az egyik megoldas hibaja. Uj Iépéskoz
valasztasa:

~
~y

T, =Vp

TOL
/8

n

T



A RE két médija

* passziv:

2w, —z,
27 —1

Vn =




Passziv Richardson-extrapolacio




Aktiv Richardson-extrapolacio




A RE konvergenciaja

Passziv RE: ha a mogottes (p-edrend(l) modszer
konvergens, akkor a passziv RE-val kombinalva is az.

Mi a helyzet az aktiv RE-val?
Legyen a mogottes modszer egy Runge—Kutta-modszer!
Explicit RK (ERK):

yn+l — yn +Zbiki
i=1

i—1
kl :f(xn’yn)9 kl:f(xn-i_clz-)yn-l_rzaykj) i:2,...,m
j=l1

Diagonalisan implicit RK (DIRK): (I Hz":a,_k,)

J=1



A RE konvergenciaja — folyt.

Tétel (Farago, H, Zlatev, 2011): Tegyuk fel, hogy fa 2.
valtozojaban lipschitzes, azaz

FACRBENAS

valamely L konstans mellett. Ekkor az explicit Runge-Kutta +
aktiv RE modszer konvergens.

<L

Y, =V,

Tétel (Farago, H, Zlatev, 2012): Tegyuk fel, hogy fa 2.
valtozojaban lipschitzes. Ekkor a diagonalisan implicit Runge-
Kutta + aktiv RE modszer konvergens.



A RE stabilitasa rogzitett racson

Kérdés: a RE meg0rzi-e a mogottes modszer
stabilitasi tulajdonsagait?

Valasz: fugg a RE modjatal.



Stabilitasi fogalmak

Dahlquist-féle tesztfeladat (valés eset):

V(@) =A@, t e [0,0), y0)=y,, A1<0

(Ekkor a pontos m.o. korlatos.)
Numerikus modszer alkalmazasa:

V., =R(@A)y,, = Y, =(R(z4))" y,

R(tA) — a mddszer stabilitasi figgveénye

Stabilitas: -7~ _ (. ly KK VneN
Feltétele: | R(T/I) |S 1.



Stabilitasi fogalmak

Jeldlés: L= TA.

Kérdés: [/ mely értékeirelesz |R(u)|<1 2

Passziv RE: orokli a mogottes modszer stabilitasat.

Aktiv RE?

Vizsgaljuk meg kulonbozb mogottes modszerekre (EE,
IE, KP)!

Megjegyzés: elényds, ha R(u) >0, ugyanis

R(u) <0 esetén a megoldas lépésenként elbjelet

valt (oszcillacio).



Az EE modszer feltételesen stabil.
Az EE + aktiv RE modszer pontosan akkor stabil, ha a ket
EE-lepées kulon-kulon is az.

Stabilitasi fiiggvények az EE modszerhez

w= mm == = EE+aktiv RE

—— FE_-moadszer




Az |E mddszer feltétel nélkul stabil.

Az |E + aktiv RE mdodszer mindig stabil, de nagy leépeskozre
a stabilitasi fuggveny negativ — oszcillacio.

Stabilitasi fiiggvények az IE modszerhez

o8k ... S (R o] e SR TS s ermad S

DGl asass ........ ......... it i TE S GRS AE
0.4 _ ........ ........ — |E-miadszer

V1| D PR SR aennd S— SR — T s e

O O [ ——————
el s s el s b
T {UNE N S WO TN WO T U T
ORI SN T WO SWPUI WL W W S S—
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A KP modszer feltétel nelkul stabil, de a stab. fv. tul nagy

lépeskozre negativ — oszcillacio.
A KP + aktiv RE moédszer feltételesen stabil, de oszc.mentes

Stabilitasi fliggveények a KP modszerhez
2z T ! T | T ] T T I ]
: 1 : ' ; ;| - KP+aktiv RE

1.5 |- ——l--u- __.f_..._;__ : .| = KP-modszer




Stabilitasi fogalmak altalanosabb
targyalasban

Dahlquist-féle tesztfeladat (komplex eset):

Yy =ay@), t € [0,0), y(0)=y,, 1eC"
Numerikus modszer alkalmazasa: .
Y, =(R(1)" »,

A-stabil modszer: tetszbleges lepéskozzel korlatos marad a megoldas,

azaz | R()|<1 minden g e C esetén.

L-stabil: A-stabilés  11m  R(x) =0.

Re p1—>—0

L-stabil — A-stabil



A RE stabilitasa

Tételek:

e Tegyuk fel, hogy a mogottes moédszer A-stabil (L-
stabil), ekkor a passziv RE-val kombinalva is A-
stabil (L-stabil) modszert nyerunk.

e KP + aktiv RE nem A-stabil.
e |E + aktiv RE L-stabil.

e O-mobdszer + aktivRE § <c[2/3,]1] esetén A-
stabil.




A modszerek idoigenye

Az N és 2N lépéssel dolgozo passziv és aktiv RE
kb. masfélszer annyi miveletet igényel, mint a
mogottes modszer 2N Iépése.

e Ha N lépeéskozre mar rendelkezésre all a
megoldas, akkor a passziv RE alkalmazasa alig
igényel tobb miveletet, mint a mogottes modszer
alkalmazasa 2N Iépéskozzel.

e Parhuzamos szamitdgépeken az aktiv RE nem
igényel lényegesen tobb idot, mint a mogottes
modszer 2N léepése.



A RE alkalmazasa

A RE ket valtozatat a kov. feladatok megoldasara
alkalmaztuk:

1. EgyszerUsitett globalis CO,-modell (Brajnovits
Brigitta)

2. Legkorkemiai modell (Farago Istvan, Zahari
Zlatev)

3. Uzemanyagcella-modell (Szab6 Tamas)

4. Reakcio-diffuzios modellek biokemiali
alkalmazasokkal (Lagzi Istvan, Mona Tamas)




Alkalmazas egy egyszerusitett CO,-
modellben

A modell het tarozo kozott irja le a szen-dioxid
korforgalmat:

Fels6légkor (ua)
Alsolegkor (la)

Rovid életl élélények (sb)
Hosszu életl élolenyek (Ib)
Felsb oceani réteg (ul)
Melyoceani réteg (dl)

IIIIII



Alkalmazas egy egyszerusitett CO,-
modellben

Homogeén eloszlas a tarozokban — hét KDE-bol allo
(idofuggo) rendszer.

Pl. az alsolegkor egyenlete:
dc, _C,—Cu  Cyp—C

_ _ua 48
dt Tua Ja st Ja le,la Tul Ja

t €[1850,2100]



A referenciamegoldas harom kiva-

lasztott tarozora

. | —e— Alsdlégkor
D.E ................. I {jcea.--n fEIsa rétege ........ ................ =
. | —=— Mélydcean

UE- ................. ................. e e e s et J
315 1 LA ................. ................. A o N

O 25| s .............. : i eyl R TR ghiie e oo o

108 1900 1950 2000 2050 2100



Abszolut hibak t = 2100-ban az

alsolegkori CO,-koncentraciora

Explicit Euler (EE) modszerrel (p =1)

n | EE EE + passziv RE
10| 2,40E+11 2,40E+11

20| 2,91E-04 (-) 9,30E-07 (-)
40|1,45E-04 (2,0036) |1,33E-07 (4,0000)
80|7,26E-05 (2,0016) |3,31E-08 (4,0000)
160 | 3,63E-05 (2,0008) |8,28E-09 (4,0000)




Abszolut hibak t = 2100-ban az

alsolegkori CO2-koncentraciora

Implicit Euler (IE) modszerrel (p =1)

n|lE IE + passziv RE
10| 5,76E-04 2,12E-06
20| 2,89E-04 (1,9928) |5,30E-07 (4,0000

40

1,45E-04 (1,0964)

1,33E-07 (4,0000

30

7,24E-05 (1,9980)

3,31E-08 (4,0000

160

3,62E-05 (1,9992)

N | e | e | N’

8,28E-09 (4,0000




Abszolut hibak t = 2100-ban az

alsolegkori CO2-koncentraciora

Kozépponti (KP) modszerrel (p =2)

n

KP

KP + passziv RE

10

4,31E-06

1,44E-11

20

1,08E-06 (4,0000)

1,45E-12 (9,9602

40

2 69E-07 (4,0000)

6,58E-13 (2,2012

30

6,73E-08 (4,0000)

6,55E-13 (1,0052

160

1,68E-08 (4,0000)

N | e | e | N’

5,76E-13 (1,1365




Adott pontossag elérésehez szukseges
idolépések szama (KP moédszer)

Globalis hiba
1.0E-04 , 1.0E-05] 5 -
[1.0E-05 , 1.0E-06 10 -
[1.0E-06 , 1.0E-07 40 -
[1.0E-07 , 1.0E-08] 80 -
1.0E-08 , 1.0E-09] 320 -

1.0E-09 , 1.0E-10] | 1280 15
1.0E-10, 1.0E-11] | 2560 30
1.0E-11, 1.0E-12] |- 60

1.0E-12, 1.0E-13] |- 120




Alkalmazas az UNI-DEM légkorkémiai
almodelljében

az EMEP modellben is alkalmazott kémiai
reakcioséma 56 anyagfajtaval

e nemlinearis KDER

e egyes anyadfajtak lassan, masok gyorsan
alakulnak at — er6sen merev rendszer

e 24 oOras idointervallum

e referenciamegoldas: negylepéeses,otodrendi
L-stabil implicit Runge-Kutta modszerrel

e a hibat maximumnormaban merjuk



A |IE + RE modszerrel kapott hibak

n

IE

|E + aktiv RE

|IE + passziv RE

1344

3.063E-1

7.708E-3

6.727E-3

2688

1.516E-1 (2.02

1.960E-3 (3.93

1.739E-3 (3.87

5376

7.536E-2 (2.01

5.453E-4 (3.59

4.417E-4 (3.94

10752

3.757E-2 (2.01

1.455E-4 (3.75

1.113E-4 (3.97

21504

1.876E-2 (2.00

3.765E-5 (3.86

2 793E-5 (3.98

43008

9.371E-3 (2.00

9.583E-6 (3.93

6.997E-6 (3.99

86016

4.684E-3 (2.00

2.418E-6 (3.96

1.751E-6 (4.00

172032

2.341E-3 (2.00

6.072E-7 (3.98

4.379E-7 (4.00

344064

N NN NN | NN | |
N [N [N | N | N | N | N | N’

1.171E-3 (2.00

N |l |N | N | NN | |

1.522E-7 (3.99

N | N | | [N | N | N | N | N’

N [N [N | | N | N | N | N’

1.095E-7 (4.00




Adott pontossag elérésehez szukseges
gépido (s) és lepésszam (IE modszer)

Globalis IE IE + RE
hiba GépidS / Lépésszam |Gépids /Lépésszam

1E-1, 1E-2] 274 5376 304 672
1E-2, 1E-3] 862 43008 374 1344
1E-3, 1E-4] 7144 688128 661 5376

1E-4, 1E-5] 42384 | 5505024 1428 21504

1E-5, 1E-6] 265421 | 44040192 2240 43008




A RE alkalmazasa PDE megoldasara

Advekcios feladat:

@ =—u @ xela,,b] f b
ot ox o €la.b]
+ kiegészito feltételek
Crank-Nicolson-moddszer (p = 2 térben és idoben):

n+l n n+l n+l n n
& 6 l o u;fz+0.5 Cin1 — 6 N l o uin+o.5 Ciii — G
2h 2 2h



A RE alkalmazasa PDE megoldasara
folyt.

Kombinaljuk a CN modszert RE-val! (A stribb
racson 1-t eés h-t is felezzuk.)

Allitas: Tegyik fel, hogy ¢ = c(x,t) x és t szerint
is négyszer folytonosan differencialhato.

Ekkor a kombinalt CN + RE modszer terben
és idoben is negyedrendben pontos.



Tesztfeladat

x €[0,50000000] ¢ [43200,129600]

u(x,t)=320 cm/s

Kezdeti feltétel:

~12 (x=10000000 )2

f(x)=1.4679 -10"°[1+99.0e "

Pontos megoldas:

c(x,t)= f(x—u(t—43200)




A CN + RE modszerrel kapott hibak

CN

CN + RE

168

160

7.373E-01

1.454E-01

336

320

4.003E-01 (1.842

1.741E-02 (8.350)

672

640

1.254E-01 (3.142

1.224E-03

14.220

1344

1280

3.080E-02 (4.135

7.730E-05

2688

2560

7.765E-03 (3.967

4.841E-06

)
15.837)
15.970)

5376

5120

1.954E-03 (3.974

3.026E-07 (15.999)

10752

10240

4.892E-04 (3.994

1.891E-08 (16.004)

21504

20480

1.224E-04 (3.999

)
)
)
)
)
)
)

(
(
(
(
(
(
(

1.181E-09 (06.011)




Osszefoglalas

e A RE egyszeru és hatékony eszkoz egy numerikus modszer
pontossaganak a javitasara.

e A passziv és aktiv RE is eggyel magasabb rendl pontossagot
biztosit, mint a mogottes modszer.

e Ha a mogottes modszer konvergens, akkor a passziv RE-val
kombinalva is az lesz.

e flipschitessége esetén barmely ERK/DIRK mddszer az aktiv
RE-val kombinalva konvergens modszert eredményez.

e Megvizsgaltuk az EE, IE ill. altalanos 8-mddszer + aktiv RE
stabilitasi feltételeit.

e Légkori modellekben sikerrel alkalmaztuk a RE mindkét
valtozatat.



Tovabbi tervek

e Az elmeleti eredmeények kiterjesztése egyeb
mogottes modszerekre (altalanos RK
modszer)

e Kombinalas operatorszeleteléssel

e A RE alkalmazasi lehet6segei PDE-k
megoldasara



